ECOLE POLYTECHNIQUE
CONCOURS D’ADMISSION 1982
OPTION M’
PREMIERE COMPOSITION DE MATHEMATIQUES (4 heures)

Le théoreme de HARDY — LITTLEWOOD

n
Pour toute série S a termes complexes a,, ( n € N ), on note s, = Zak la somme partielle

k=0
n

— Z sk la moyenne arithmétique des n + 1 premieres sommes partielles.
n+1 prd

Dans I’ensemble des séries S, on envisage les sous-ensembles :

de rang n et o, =

S constitué des séries S convergentes ;
S constitué des séries S telles que la suite (04, )nen converge dans C;
Y3 constitué des séries S telles que la série enticre de coefficients a,, ait un rayon de conver-

o0

gence au moins égal a 1 et que de plus f(x) = Z anz™ définisse sur | — 1, 1[ une fonction f ayant
n=0

dans C une limite, notée [, lorsque z tend vers 1 par valeurs inférieures.

Partie I

1. Etudier, du point de vue de 'appartenance a .77,.% et %, la série S de terme général
an = (=)™

2. Etudier, du point de vue de Pappartenance a .7, .% et .#4, la série S de terme général
a, = (—1)"in,

3. Etablir l'inclusion .% C .%.

4. Soit S € yz.

(o]
(a) Etablir la convergence, pour tout = €] — 1,1[, de la série Z(n + 1)o,x™ puis de la
n=0

oo oo
série E spx”. En déduire une expression de E anz™ a l'aide de la somme g(x) de la

n=0 n=0
premiere des ces series entieres.

(b) Montrer que S € .5 et que, lorsque z tend vers 1, f a pour limite la limite o de la
suite (0)nen.

5. Résumer, en termes d’inclusions entre .77, % et .#3 les résultats obtenus jusqu’ici. Com-
ment ces résultats se modifient-ils si ’on se restreint & des séries S a termes a,, positifs ou
nuls ?

Partie 11



Dans cette partie, on considére une série S fixée, appartenant a .73, de terme général réel a,,,
telle qu’il existe un réel A vérifiant 'inégalité na,, < A pour tout n € N.
De plus, tous des polyndémes envisagés seront a coefficients réels. Enfin, dans le calcul de z"
pour z €] — 1,1[ et n € N, on conviendra que 0° = 1.
d
1. (a) Soit p(X) = Z oz" un polyndme de valuation strictement positive. Montrer que la
k=1

série Z app(x™) converge pour tout z € | —1; 1] et calculer, lorsque = tend vers 1, la

hmlte de sa somme a 'aide de [ et d’une valeur prise par P en un point qu’on précisera.
d/
(b) Soit ¢ = Z Bra® un polynéme. Montrer que la série Z x"q(z™) converge pour tout
k=0 n=0

[e.e]
€]—1; 1] et calculer, lorsque x tend vers 1, la limite de (1 — z) Z x"q(z™) a laide

n=0

d’une intégrale portant sur q.

2. On admet que pour toute fonction ¢ numérique continue sur [0, 1] il existe une suite de
polynémes convergeant vers ¢ uniformément sur [0, 1]. En déduire que pour tout fonction
1 numérique continue sur [0, 5 [ et [ 1] et admettant une limite a gauche au point 3 Let
pour tout € > 0, il existe deux polynomes ¢ et g2 tels que ¢1(z) < ¥(z) < g2(x) pour tout

1
x € [0,1] avec /0 (g2(x) — q1(x))dx < e

3. Soit x la fonction égale a 1 sur [3,1] et nulle sur [0, 5[.
(a) Montrer que la série Zanx(x") converge uniformément sur tout intervalle compact
n=0
inclus dans [0; 1[.
(b) Montrer que, pour tout € > 0, il existe deux polynémes p; et py, de valuations stricte-
ment positives, tels que p1(1) = pa(1) et que p1(z) < x(x) < pa(z) pour tout x € [0, 1]

" pa(x) — pi(a)
avec/0 21— 2) dr < e.

o0
(¢) Etablir que pour z appartenant & [0, 1[ et assez proche de 1, les différences Z apx(x"™)—
n=0

Z anpl ) et Z anp2(z Z anx ) sont toutes deux majorées par (A + 1)6 et

en dedulre la convergence de la serle S.

(d) La série Z anXx(x") converge-t-elle uniformément sur [0, 1] ?
n=0
4. (a) Soit S5 une série appartenant & € .73, de terme général b, et telle qu’il existe un réel
B vérifiant nb, > B pour tout n € N. La série S3 converge-t-elle ?

(b) Existe-t-il une telle série S3 vérifiant en outre la condition sup nb, = +o00?
neN

(c) Soit Sy une série appartenant a Ss, de terme général complexes ¢, et telle qu’il existe
un réel C vérifiant I'inégalité |nc,| < C pour tout n € N. La série Sy converge-t-elle ?



(d) Existe-t-il une série S5 appartenant & € .77, de terme général réel d,, et telle que

supnd, = — inf nd,, = +oc0?
neN neN

FIN DE L’EPREUVE



